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Laboratorijska vježba 2
Linearna i polinomna regresija
Neuronske mreže





Emil Dumić

Ako nemate već instaliran Matlab, ovdje su upute za Octave, koji je besplatan za instalaciju i korištenje.
(instalacija Octave-a)
[bookmark: _Hlk130141748]Octave možete besplatno skinuti sa npr.
https://www.gnu.org/software/octave/download.html
Npr. 7.2.0 za Windows x64:
https://mirror.kumi.systems/gnu/octave/windows/octave-7.2.0-w64-64-installer.exe
Pokretanje: GNU Octave 7.2.0, pa Octave-7.2.0 (GUI)
-------------------------------------------------------------------------------------------------------
Mac: https://wiki.octave.org/Octave_for_macOS
Ubuntu: https://wiki.octave.org/Octave_for_Debian_systems

1. Linearna i polinomna regresija
Na predavanju smo izveli formulu za izračunati linearnu regresiju uz LSE pretpostavku (minimizacija sume kvadrata pogrešaka po y-osi). U Matlab-u/Octave-u možete pomoću polyfit funkcije isto tko izračunati koeficijente od pravca, ali i za polinome višeg reda. Ovdje ćemo pokazati par primjera.
a) linearna regresija i kvadratna regresija
Pokrenite Octave i prepišite ovaj kod; alternativno, pokrenite tj. upišite primjer1_regresija nakon što se pozicionirate u direktorij gdje se nalazi .m datoteka.
clear

randn('seed',100);
x = 1:12;
y = -0.3*x.^2 + 2*randn(1,12);
p1 = polyfit(x,y,1);
p2 = polyfit(x,y,2);
f1 = polyval(p1,x);
f2 = polyval(p2,x);

figure(1);
plot(x,y,'o',x,f1,'-');
legend('podaci','linearna regresija') ;
xlabel('x');ylabel('y');
saveas(gcf,'linearna_regresija.png');
figure(2);
plot(x,y,'o',x,f2,'-');
legend('podaci','kvadratna regresija') ;
xlabel('x');ylabel('y');
saveas(gcf,'kvadratna_regresija.png');
p1
p2




Objašnjenje koda:
clear %brisanje workspace-a
randn('seed',100); %postavljanje početne vrijednosti generiranja slučajnih vrijednosti – ovo nije obavezno ali je korisno ako hoćemo uvijek dobiti isti rezultat 
x = 1:12; %nova varijabla tj. polje x s podacima 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12
y = -0.3*x.^2 + 2*randn(1,12); %y ima kvadratnu ovisnost o x, te zbroj s šumom s normalnom razdiobom (iste veličine kao x tj. 1x12); članovi od randn imaju srednju vrijednost 0 i standardnu devijaciju (i varijancu) 1; ovdje je randn pomnožen s 2 tj. sveukupno je standardna devijacija 2 (tj. varijanca sqrt(2)).
p1 = polyfit(x,y,1); %linearni fit x na y – vrijednost 1 na trećem mjestu
p2 = polyfit(x,y,2); %kvadratni fit x na y – vrijednost 2 na trećem mjestu
f1 = polyval(p1,x); %izračunaj vrijednosti f1(x) pomoću p1
f2 = polyval(p2,x); %izračunaj vrijednosti f2(x) pomoću p2 ; teoretski mi bi mogli stvoriti proizvoljan broj točaka regresije za točniju sliku kasnije
figure(1); %crtanje prve slike
plot(x,y,'o',x,f1,'-'); %crtaj kao par (x,y) i označi sa 'o' bez povezivanja, te drugi par (x,f1) poveži ravnom crtom '-' između pojedinih uzoraka
legend('podaci','linearna regresija') ; %opis legende
xlabel('x');ylabel('y'); %naziv x-osi i y-osi
saveas(gcf,'linearna_regresija.png'); %snimi trenutnu sliku u trenutni direktorij, pod nazivom linearna_regresija.png
figure(2); %crtanje prve slike
plot(x,y,'o',x,f2,'-'); %crtaj kao par (x,y) i označi sa 'o' bez povezivanja, te drugi par (x,f2) poveži ravnom crtom '-' između pojedinih uzoraka
legend('podaci','kvadratna regresija') ; %opis legende
saveas(gcf,'kvadratna_regresija.png'); %snimi trenutnu sliku u trenutni direktorij, pod nazivom kvadratna_regresija.png
xlabel('x');ylabel('y'); %naziv x-osi i y-osi 
p1 %napiši u komandni prozor vrijednosti od linearne regresije, tj. od p1
p2 %napiši u komandni prozor vrijednosti koeficijenata od kvadratne regresije, tj. od p2
Kao rezultat, trebali bi dobiti 2 slike kao ispod, te koeficijente regresije:
>> primjer1_regresija
[image: ][image: ]
p1 =
   -4.1773   11.0843
p2 =
  -0.26785  -0.69525   2.9596

Provjera za p1 (dokaz pogledajte u 05_rv_ML.ppt)
>> b=cov(x,y)/var(x)
b = -4.1773
>> a=mean(y)-b*mean(x)
a =  11.084
Provjera za p2
Za polinome višeg reda, pogledajte npr. ovdje za dokaz računanja koeficijenata 
http://polynomialregression.drque.net/math.html
Tako bi za polinom 2 stupnja vrijedilo



randn('seed',100);
x = 1:12;
y = -0.3*x.^2 + 2*randn(1,12);
mat1=[size(x,2) sum(x) sum(x.^2);sum(x) sum(x.^2) sum(x.^3);sum(x.^2) sum(x.^3) sum(x.^4)];
mat2=[sum(y); sum(x.*y); sum((x.^2).*y)];
c=inv(mat1)*mat2
c =

   2.95961
  -0.69525
  -0.26785

Napomena. Ranije vrijednosti su dobivene u Octave-u. U Matlab-u bi zbog drugačijeg randn rezultata imali i drukčije koeficijente regresije, točnije
p1 =
   -3.9910    9.4187
p2 =
   -0.3624    0.7196   -1.5728


2. Perceptron

A. Pokrenite primjer2_perceptron_or ili kopirajte kod ispod.
Sjetite se tablice za „ili“ (OR)

	x
	t

	a
	b
	a OR b

	0
	0
	0

	0
	1
	1

	1
	0
	1

	1
	1
	1



clear
 
x=[0 0 1 1;0 1 0 1];
t=[0 1 1 1]; %logical OR function from x
 
 
w=[0 0];
b=0;
i=0;
brojac=0;
while 1
    i=i+1;
    mjesto=mod(i-1,4)+1;
    ulaz=[x(1,mjesto);x(2,mjesto)];
    izlaz=t(mjesto);
    if w*ulaz+b>=0
    izlaz_trenutni=1;
    else
    izlaz_trenutni=0;
    end
    pogreska=izlaz-izlaz_trenutni;
    w=w+pogreska*ulaz';
    b=b+pogreska;
    if pogreska==0 
        brojac=brojac+1;
    else
        brojac=0;
    end
    if i>100 || brojac==4 %check if all input values give correct output with current weights
        break;
    end
end
i
w
b

%crtanje rezultata
xx = -5:.1:5;
yy = -5:.1:5;
[XX,YY] = meshgrid(xx,yy);
 
ZZ_pom=w(1)*XX+w(2)*YY+b;
 
ZZ=zeros(size(ZZ_pom,1),size(ZZ_pom,2));
 
ZZ(ZZ_pom>=0)=1;
ZZ(ZZ_pom<0)=0;
 
surf(XX,YY,ZZ);
hold on
plot3(x(1,:),x(2,:),t,'.r','markersize',20);
Rezultat:
>> primjer2_perceptron_or
i =  13
w =
   1   1
b = -1
[image: ][image: ]
Izgled perceptrona sa izračunatim težinama i pomakom
u1= ulaz1
 
u2= ulaz2
 
Heaviside
b
w1
w2
izlaz
w1u1+ w2u2+ b 

Uočite da su završne težine w [1 1], a pomak b=-1 (i je broj potrebnih koraka da 4 puta za redom nema promjene u pogreska – tada znamo da smo završili; ili smo prošli 100 koraka). Na taj način smo uspjeli klasificirati izlaz u ovisnosti o ulazu kako je bilo zadano: za ulaz (0,0) je izlaz 0, a za ostale slučajeve koji su zadani kao (0,1), (1,0) i (1,1) je izlaz 1. Možete uočiti i da ovo nije jednoznačno rješenje, tj. mogli bi imati i beskonačno drugih podjela koje bi dale isti rezultat. To u biti ovisi o početno zadanim težinskim faktorima. Npr. za w=[0 1] i b=0.5  bi dobili ovakav rezultat (možete i sami promijeniti u kodu gdje je upisano w=[0 0] i b=0).
>> primjer2_perceptron_or
i =  9
w =
   1   1
b = -0.50000
[image: ][image: ]

B. Pomoću perceptrona možemo realizirati i NOT funkciju. Pokrenite primjer3_perceptron_not ili kopirajte kod ispod.
Sjetite se „ne“ (NOT) 
	x
	t

	a
	NOT (a)

	0
	1

	1
	0



 
clear
x=[0 1;];
t=[1 0]; %logical NOT function from x
 
w=[0];
b=0;
i=0;
brojac=0;
while 1
    i=i+1;
    mjesto=mod(i-1,2)+1;
    ulaz=[x(1,mjesto)];
    izlaz=t(mjesto);
    if w*ulaz+b>=0
    izlaz_trenutni=1;
    else
    izlaz_trenutni=0;
    end
    pogreska=izlaz-izlaz_trenutni;
    w=w+pogreska*ulaz';
    b=b+pogreska;
    if pogreska==0 
        brojac=brojac+1;
    else
        brojac=0;
    end
    if i>100 || brojac==4 %check if all input values give correct output with current weights
        break;
    end
end
i
w
b

%crtanje rezultata
xx = -5:.01:5;
ZZ_pom=w*xx+b;
ZZ=zeros(size(ZZ_pom,2));
ZZ(ZZ_pom>=0)=1;
ZZ(ZZ_pom<0)=0;
plot(xx, ZZ,x,t,'.r','markersize',20);
xlabel('x');ylabel('NOT x');
saveas(gcf,'perceptron_not.png');


Rezultat
>> primjer3_perceptron_not

i =  7
w = -1
b = 0

[image: ]
Uočite da perceptron pravilno odvaja stanja, tj. za ulaz 0 je izlaz 1, dok je za ulaz 1 izlaz 0. Kao i kod OR, imamo beskonačno mnogo mogućih rezultata, koji opet ovise o početnim uvjetima.

C. Možete uočiti da za primjer2_perceptron_or, ne bi mogli realizirati XOR funkciju: 

	x
	t

	a
	b
	a XOR b

	0
	0
	0

	0
	1
	1

	1
	0
	1

	1
	1
	0



postavite u A. primjeru, primjer2_preceptron_or
t=[0 1 1 0];
w=[0 0];
b=0;
Rezultat je krivi, tj. ne odvajamo stanja budući XOR nije linearno separabilan. Što napraviti? 
>> primjer2_perceptron
i =  101
w =
  -1   0
b = -1
[image: ][image: ]


D. XOR funkcija pomoću još jednog skrivenog sloja
https://matlabgeeks.com/tips-tutorials/neural-networks-a-multilayer-perceptron-in-matlab/
[bookmark: _Hlk54276027]Pomoću više slojeva možemo onda realizirati i XOR koji, kao što smo ranije naveli, nije linearno separabilan. Ovdje ćemo realizirati mrežu s 1 skrivenim slojem koja izgleda kao na slici ispod (tj. računamo 3x3=9 težinskih faktora; s time da je pomak b1, b2, b3 stavljen kao konstantan na 1 budući je uključen u težinske faktore w1,1, w2,1 i w3,1):
∑wixi

x1
x2
∑wixi

∑wixi

sigmoid
sigmoid
sigmoid
w1,1
(b1=1)
w2,1
(b2=1)
w3,1
(b3=1)
w1,2
w1,3
w2,2
w2,3
w3,2
w3,3
out

gdje je sigmoid odabrana kao izlaz=1/(1+e-ulaz) tj. ulaz prebacuje u interval <0,1>
[image: ]
Pokrenite kod primjer4_xor ili prepišite sljedeći kod
clear
 
% XOR ulaz za x1 i x2
input = [0 0; 0 1; 1 0; 1 1];
% izlaz  za x1 XOR x2
output = [0;1;1;0];
% ulaz od pomaka je konstantan, ali se mijenja njegov tezinski faktor 
% tako se onda cjelokupno gledano mijenja pomak (bias)
bias = [1 1 1];
% koeficijent ucenja
learning_rate = 0.8;
% broj iteracija
iterations = 10000;
% stavljamo neki seed da su vrijednosti ponovljive
rand('state',1000);
% ovo je da daje pocetne tezine u intervalu <-1,1>
weights = -1 +2.*rand(3,3);

%iteracije
for i = 1:iterations
   out = zeros(4,1);
   numIn = length (input(:,1));
   for j = 1:numIn
      % skriveni sloj (hidden layer)
      H1 = bias(1,1)*weights(1,1) + input(j,1)*weights(1,2) + input(j,2)*weights(1,3);

      % sigmoid funkcija je logisticka funkcija, izlaz=1/(1+e^(-ulaz))
      
      x2(1) = 1./(1+exp(-H1));
      H2 = bias(1,2)*weights(2,1) + input(j,1)*weights(2,2) + input(j,2)*weights(2,3);
      x2(2) = 1./(1+exp(-H2));

      % izlazni sloj (output layer)
      x3_1 = bias(1,3)*weights(3,1) + x2(1)*weights(3,2) + x2(2)*weights(3,3);
      out(j) = 1./(1+exp(-x3_1));
      
      % delta vrijednosti tezina
      % izlazni sloj:
      % delta = (stvarni izlaz - zeljeni izlaz)*(stvarni izlaz)*(1-stvarni izlaz) 
      delta3_1 = (1-out(j))*out(j)*(out(j)-output(j));
      
      % propagacija delta vrijednosti natrag u skriveni sloj
      delta2_1 = x2(1)*(1-x2(1))*weights(3,2)*delta3_1;
      delta2_2 = x2(2)*(1-x2(2))*weights(3,3)*delta3_1;
      
      % dodaj tezinama promjene tezina ranije izracunate 
      % i koristi nove tezine za ponavljanje procesa.
      % delta weight = coeff*x*delta
      for k = 1:3
         if k == 1 % slucaj gdje se dodaje pomak (bias)
            weights(1,k) = weights(1,k) - learning_rate*bias(1,1)*delta2_1;
            weights(2,k) = weights(2,k) - learning_rate*bias(1,2)*delta2_2;
            weights(3,k) = weights(3,k) - learning_rate*bias(1,3)*delta3_1;
         else % za k=2 ili 3 su to ulazi u cvorove
            weights(1,k) = weights(1,k) - learning_rate*input(j,k-1)*delta2_1;
            weights(2,k) = weights(2,k) - learning_rate*input(j,k-1)*delta2_2;
            weights(3,k) = weights(3,k) - learning_rate*x2(k-1)*delta3_1;
         end
      end
   end   
end

%provjera rezultata
input_check = [0 0; 0 1; 1 0; 1 1];
for j = 1:4
% skriveni sloj
H1_check = bias(1,1)*weights(1,1) + input_check(j,1)*weights(1,2) + input_check(j,2)*weights(1,3);

% sigmoid funkcija je logisticka funkcija, izlaz=1/(1+e^(-ulaz))

x2_check(1) = 1./(1+exp(-H1_check));;
H2_check = bias(1,2)*weights(2,1) + input_check(j,1)*weights(2,2) + input_check(j,2)*weights(2,3);
x2_check(2) = 1./(1+exp(-H2_check));;

% izlazni sloj
x3_1_check = bias(1,3)*weights(3,1) + x2_check(1)*weights(3,2) + x2_check(2)*weights(3,3);
out_check(j) = 1./(1+exp(-x3_1_check));;
end

weights
out_check
%plot
xx = -5:.1:5;
yy = -5:.1:5;
[XX,YY] = meshgrid(xx,yy);
 
for i = 1:size(xx,2)
  for j=1:size(yy,2)
% skriveni sloj
H1_check = bias(1,1)*weights(1,1) + xx(i)*weights(1,2) + yy(j)*weights(1,3);

% sigmoid funkcija je logisticka funkcija, izlaz=1/(1+e^(-ulaz))

x2_check(1) = 1./(1+exp(-H1_check));;
H2_check = bias(1,2)*weights(2,1) + xx(i)*weights(2,2) + yy(j)*weights(2,3);
x2_check(2) = 1./(1+exp(-H2_check));;

% izlazni sloj
x3_1_check = bias(1,3)*weights(3,1) + x2_check(1)*weights(3,2) + x2_check(2)*weights(3,3);
out_check(i,j) = 1./(1+exp(-x3_1_check));;
end
end

ZZ=zeros(size(out_check,1),size(out_check,2));
 
ZZ(out_check>=0.5)=1;
ZZ(out_check<0.5)=0;
 
surf(XX,YY,ZZ);
hold on
plot3(input_check(:,1),input_check(:,2),output,'.r','markersize',20);

Rezultat (Octave)
>> primjer4_xor
weights =
  -3.3861  -6.2683   6.1021
  -3.3051   5.9697  -6.1799
  -4.8768   9.8457   9.8751
out_check =
   0.014701   0.987368   0.987335   0.013160

3D pogled:
[image: ]



Pogled „odozgo“:
[image: ]
Rezultat (Matlab)
>> primjer4_xor
weights =
    7.4421   -4.9949   -4.9924
    2.7070   -6.5597   -6.5499
   -4.8939   10.2868  -10.4443
out_check =
    0.0121    0.9873    0.9873    0.0156


3D pogled:
[image: ]
Pogled „odozgo“:
[image: ]

Uočite da smo pravilno klasificirali ulaz, iako Octave i Matlab imaju različite vrijednosti težina (pa time i potpuno drukčije plohe, kad ih nacrtamo u 3D ili ih promatramo odozgo). Korišten je limit da je sve veće od 0.5 =1, a sve manje od 0.5 = 0. Također, i drugačije postavljena neuronska mreža mogla bi dati dobre rezultate. Međutim, s promjenom početnih težinskih (weights) vrijednosti, i krajnje vrijednosti su drukčije. 

Ponekad će ovako postavljena mreža ipak dati i lošu klasifikaciju, npr. za rand('state',1030); u Octave-u su vrijednosti:
>> primjer4_xor
weights =
  -1.3258   9.8639   4.5925
  -3.0758  -9.7412   4.1206
  -5.6970   5.5782   6.4161
out_check =
   0.014157   0.988142   0.470072   0.470605
Vidimo da su treća i četvrta vrijednost loši (tj. treća je krivo klasificirana, a četvrta skoro krivo). Tj. uočite da početne vrijednosti težinskih faktora imaju utjecaj na krajnji rezultat. Drugačije složena mreža moguće da bi dala bolje vrijednosti, čak i za ove početne težine. Npr. jedan način je da stavimo koeficijent učenja (coeff) na 0.1, te time moramo i povećati broj iteracija na npr. 50000 (jer smo 'usporili' proces učenja). Tada će i ovako postavljene težine ispravno konvergirati. Provjerite.
% koeficijent ucenja
learning_rate = 0.1;
% broj iteracija
iterations = 50000;
Rezultat (Octave)
>> primjer4_xor
weights =
   -3.3058    7.5348    7.2060
    7.6979   -5.1684   -5.1180
  -12.7324    8.5193    8.7790
out_check =
   0.025185   0.977655   0.978025   0.026607

Objašnjenje algoritma:
Možete primijetiti da algoritam ima 2 dijela, (koja se ponavljaju dok se ne izvrši određen broj iteracija). Prvo se računa izlaz koji je određen težinama w, a zatim se računa pogreška delta koja se propagira natrag kroz mrežu, te služi za računanje novih težina. To se zove „backpropagation“ algoritam, objašnjenje je npr. https://en.wikipedia.org/wiki/Backpropagation
Definiramo pogrešku izlaza iz svakog neurona E kao


Ako je L srednja kvadratna pogreška, tad je ukupna pogreška definirana kao pola MSE, normirana s brojem uzoraka za trening n, tj.



Također možemo definirati izlaz svakog neurona kao:


Cilj metodom smanjivanja gradijenta („gradient descent method“) je pronaći 
parcijalnu derivaciju pogreške E po težinskom faktoru w tj.



Može se pokazati da vrijedi


Pa se prethodna jednadžba zapiše kao



Tada se za logističku funkciju  (izlaz=1/(1+e^(-ulaz))), može dokazati da se delta tj. pogreška u svakom neuronu računa kao



dok se nove težine računaju kao 




Napomena1. 

Dokaz za uz logističku funkciju
Prednost ove logističke funkcije je budući se njezina derivacija može izračunati kao


Za druge aktivacijske funkcije (općenito nelinearne i diferencijabilne; ali i npr. ReLU=max(0,x)) se algoritam može isto primijeniti, ali se mora posebno proračunati. 
Napomena2. 

Dokaz za 
Za zadnji izlaz je funkcija gubitka pretpostavljena kao pola MSE tj.


Za prethodne izlaze se može pokazati da na kraju vrijedi:



Napomena3.
Iz Napomena1 i Napomena2 slijedi da je za logističku funkciju kao aktivacijsku, pogreška delta definirana kao:


Za neku drugu aktivacijsku funkciju imali bi pogrešku delta definiranu kao:





Zadaci za vježbu
1. Uz pomoć primjer1_regresija, stvorite novi program koji će izračunati linearnu i kubnu regresiju od niže zadanog ulaza x i izlaza y. Kopirajte 2 slike, te napišite koeficijente za 2 regresije. Za izračunati polinom 3 stupnja koristite 
p2 = polyfit(x,y,3);
(npr. umjesto retka gdje koristite 
p2 = polyfit(x,y,2);
)


Kao ulaz koristite ovo: 
clear
randn('seed',100);
x = 1:10;
y = -0.3*x.^3 + 4*randn(1,10);


2. Pomoću koda za perceptron primjer2_preceptron_or izračunajte težine i pomak za logički „i“ (uočite da je I linearno separabilan, kao i ILI). Odnosno, promijenite t iz
t=[0 1 1 1];
u 
t=[0 0 0 1];
x tj. ulaz ostavite jednak tj.
x=[0 0 1 1;0 1 0 1];

Izračunajte rezultat uz različite početne uvjete za težine w i pomak b, npr.
a)
w=[0 0];
b=0;


b)
w=[1 1];
b=0.5;
c)
w=[0.5 0.5];
b=1;
Napišite koji je krajnji w i b za sva 3 slučaja, te kopirajte slike za svaki navedeni slučaj (jedna slika iz bilo kojeg kuta je dovoljna), trebala bi već biti stvorena u istom direktoriju gdje je vaša m datoteka (naziva perceptron_or.png).


3. Jasno, mreža sa skrivenim slojem može riješiti i prethodni problem sa OR klasifikacijom. Pomoću primjer4_xor izračunajte težine za OR tj. promijenite 
output = [0;1;1;0];
u 
output = [0;1;1;1];

Koristite 
% koeficijent ucenja
learning_rate = 0.1;
% broj iteracija
iterations = 50000;
% stavljamo neki seed da su vrijednosti ponovljive
rand('state',1000);


Napišite težine koje ste dobili (weights), te krajnje vrijednosti tako dobivenih izlaza (out_check). 
Kopirajte i sliku iz bilo kojeg kuta, jedna bi trebala biti stvorena u istom direktoriju gdje je vaša m datoteka (naziva perceptron_xor.png).



4. (Nije obavezno) Složite neuronsku mrežu s 2 skrivena sloja (npr. sa 2 čvora u svakom skrivenom sloju), koristeći slične funkcije kao primjer4_xor. Izračunajte koeficijente težina za XOR za tako složenu mrežu.
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